Matematici generale pentru ingineri

Capitolul 6

ECUATII DIFERENTIALE $I CALCULUL VARIATIONAL

Moto: Cdnd stii ce urmaresti,

infaptuirea devine o problema de timp.

1. 1. Modele matematice reprezentate prin ecuatii diferentiale
a. In faza actuald obiectul cursului este sesizat mai mult intuitiv. Cu cunostinte
elementare putem astfel raspunde la urmatorul test:

Prin ce se aseaméana si prin ce diferd urmatoarele:
(1) x3-4x? +5x-2=0
(2) x3—x+1=0

(3) ff =x% —x+1

4) aa—u+ba—u:0
ox oy
2 2 2

(5) a—L2]—36—u+28—g=sinx
X oxoy oy

(6) x"—3x"+3x=t?+1 cu x'(0)=a,x(0) =b?

Punand aceasta intrebare unei serii de anul al doilea, am primit raspunsuri cat se
poate de Tncurajatoare pentru a putea ilustra obiectul temei.

Toate cinci sunt ecuatii. Deci se pune problema gasirii unei “marimi” care
verifica ecuatia. In ecuatiile (1) si (2) aceastd mirime este o variabila, pe cand
in ecuatiile (3) — (6) ea este o functie. Ecuatiile (1) si (2) sunt ecuatii algebrice,
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iar ecuatiile (3) — (6) sunt ecuatii diferentiale. in ecuatiile (3) si (6) functia
cautata depinde de o singura variabila, deci este ecuatie diferentiald ordinara, iar
in (4) si (5) functia necunoscutd depinde de mai multe variabile, deci este
ecuatie diferentiald cu derivate partiale ((4) de ordinul 1, (6) de ordinul I1).

Ecuatiei (1) 1i putem calcula toate solutiile reale, pe cand 1n ecuatia (2) (ecuatia

lui Newton) putem calcula radacina reald cu aproximatie.
Observam ca ecuatia (3) poate fi scrisa (f 2) = 2(x2 -X +1) deci
2_2.3 2
fe= 3 X°—X“+2x+C

care se obtine printr-o operatie de integrare, operatia numita si quadratura.

In celelalte cazuri incd nu putem sti daca existd solutie, respectiv daca
solutia este unica. in ce conditii solutia este unica ? Pe ce interval este definitd
solutia? Cum putem formaliza ecuatiile date? Cum le inchidem 1intr-o clasa larga
de probleme pentru care avem metode de rezolvare — printr-un algoritm care
conduce direct la solutia algoritm de integrare) respectiv printr-u “algoritm de
aproximare” a solutiei.

Asupra “solutiei” unei ecuatii diferentiale venim cu precizari in paragraful 2.

b. Nu este greu sa sesizam deci ca principalele probleme sunt:

(a) - existenta (a solutiei)

(b) - unicitate

(c) - determinarea solutiei (prin metode elementare de integrare respectiv prin
“metode aproximative”)

(d) - calitatile solutiei (teoria calitativa a ecuatiilor diferentiale)

(e) - stabilitatea solutiei.

Cum problemele de tipul (¢ ) conduc la simpli algoritmi de rezolvare, ele fac

obiectul seminarului. Tn diferite discipline aplicative, acordandu-se o atentie
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deosebita ecuatiilor diferentiale ordinare, cursul trateaza aceste ecuatii, ecuatiile
cu derivate partiale de ordinul I fiind obiectul seminarului, iar ecuatiile cu

derivate partiale de ordinul al doilea studiindu-se la matematici speciale.

c. Cum ajungem la un model ? Experimental, prin masuratori, utilizdnd
rezultatele sesizdm “tendinta” fenomenelor, “tendintd” pe care o descriem intr-
un anumit limbaj statistic, sau de altd naturd (ca sd nu zicem un limbaj
matematic si astfel statisticienii sa se simta jigniti).

De exemplu, s-a determinat experimental ca radioactivitatea este direct
proportionald cu numarul de atomi din substanta radioactivd. Astfel, daca x(t)
este cantitatea de materie nedezintegrata la momentul t, viteza de dezintegrare
x'(t) este proportionald cu x(t), adica —x'(t) = ax(t) unde o este o constanta

pozitiva depinzand de materialul radioactiv.

1.2. Solutie generalid. Solutie particulard. Solutie singularia. Metode

elementare de integrare a ecuatiilor diferentiale.

Definirea termenilor este
primul pas spre intelegere.
a. Notiunea de ecuatie diferentiala.

In termeni expeditivi (de prima impresie), o ecuatie diferential este o

ecuatie a carei necunoscuta este o functie de una sau mai multe variabile si in
care intervin atat functia necunoscutd cat si derivatele sale pana la un anumit
ordin.
Ordinul maxim al acestor derivate se numeste ordinul ecuatiei. Daca functia
necunoscutd este functie de mai multe variabile, atunci ecuatia se numeste cu
derivate partiale. Dacd depinde de un singur argument, atunci ecuatia
diferentiala se numeste ordinara. Ne vom ocupa de ecuatii diferentiale ordinare.
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b. Forma generald a ecuatiei diferentiale ordinare de ordinul unu este
urmatoarea:
F(t,x,x')=0 (€

.. , dx .
unde t este argumentul functiei necunoscute X = X(t), X'(t) = o este derivata sa,

iar F este o functie reald continua pe un domeniu al spatiului R3.Tn general
tel :(a, b), deci alearga intr-un interval deschis al axei reale (I putand fi finit
sau infinit).

Vom numi solutie a ecuatiei (1), pe I, o functie X:l— R continuu
diferentiabila pe I si care verifica ecuatia (1) pe I, adica:
F(t,x (1), X'(t)) =0, (V)tel.

Tn anumite situatii, care pot fi precizate cu ajutorul teoremei functiilor

implicite, ecuatia (1) se poate scrie sub forma X' =f(t,X)unde

f:Q—>R, Qfiind o multime deschisa din R?. Forma (2) o vom numi forma
normala si va fi forma pe care o vom intilni in general. Vom spune ca f
defineste ecuatia diferentiala pe Q.

Obiectul teoriei ecuatiilor diferentiale il constituie urmatoarele probleme
fundamentale:
(1) Existenta solutiilor. Sa se gaseasca conditii asupra lui f din (2) pentru ca (2)
sa admita solutii.
(2) Unicitatea solutiilor
(3) Rezolvarea efectiva a ecuatiei diferentiale
(4) Stabilitatea solutiilor

(5) Proprietati ale solutiilor (probleme calitative).

Forma generala a ecuatiei diferentiale ordinare de ordinul “n” este

urmatoarea:
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F(t, X, X',.. XMy =0 (1)
unde F este presupusd continud in raport cu ansamblul variabilelor

t,%,%,...x(" pe un domeniu din R"*2.

€699

s . oF . . ..
In ipoteza ca —n;tO, numarul “n” se numeste ordinul ecuatiei

ox(Mm
diferentiale. Daca in particular, ecuatia este explicita in raport cu x(M)
xM =f(t,x,x',..., x(" D) (2")
ecuatia diferentiald (2') se numeste “forma normala”.
Forma:
a,(Ox™ +a, x" Y +.+a (Ox=F(D), (3')
unde a, (t), f(t) sunt functii date cu ao(t) #0 se numeste ecuatie diferentiala

liniard de ordinul n. Se numeste solutie particulard a ecuatiei (1) o functie de n
ori derivabila pe un anumit interval I, x = x(t) pentru care

F(t, X(8), X'(t),., xMW (1)) =0 (W)t el @)
O solutie

X=X(,¢;,Cy,es Cpp) (5)

ce depinde de n constante independente se numeste “solutie generald” sau
“integrala generald”. Ecuatia (5) reprezintd ecuatia unei familii de curbe ce
depinde de “n” constante arbitrare. De aceea, solutia generald poarta si numele
de familia de curbe integrale ale ecuatiei. O solutie particulard se obtine prin
particularizarea constantelor si se numeste si curba integrald a ecuatiei
diferentiale. Solutia singulard a ecuatiei diferentiale este o solutie care poate fi

obtinutd prin particularizarea constantelor din solutia generald. De exemplu

X(y")? —yy' +1=0 are solutia generali
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y(X) = cx +% y() = 2+/X este solutie singulara.

In principiu, problema rezolvarii unei ecuatii diferentiale revine la
determinarea solutiei generale pentru ecuatia consideratd. Preocuparile sunt pe
doua directii:

- analiza proprietatilor solutiilor ecuatiilor diferentiale si studierea unor
tipuri de ecuatii pentru care determinarea solutiei generale se reduce la
calculul de primitive;

- metode de rezolvare aproximativd sau de rezolvare numericd a
ecuatiilor diferentiale.

Probleme particulare — problema Cauchy, problema polilocala si
problema mixta.

Problema Cauchy pentru ecuagia (1') consta in determinarea

constantelor c,,C,,..., C, din solutia generala prin conditiile initiale:

Xt ,Cpns € ) =X
X'(ty,Cqon €)= Xy

(ci)

(n-1)

unde ty, Xg: Xgr-Xg

sunt valori initiale date.
Un alt mod de a determina din familia de curbe integrale, o anumita curba

integrald, o constituie problema polilocald: de a determin c,...,C, punand

n
conditia gasirii curbei integrale care trece prin n puncte Mo(ti 'Xi)' i=1n ale

planului. Deci



Matematici generale pentru ingineri

X(to,cl,..., cn) =X
x(tl,cl,..., cn) =X,

(Conditii polilocale).
Problema mixta: in anumite puncte sa fie cunoscute valorile integralei iar in
altele valorile anumitor derivate, incat sistemul care se formeaza sda admita

solutie unica pentru C:Chrn €

d. Istoricul ecuatiilor diferentiale.

Ecuatiile diferentiale au aparut dupa descoperirea calculului diferential si
integral, adica dupa lucrarile lui Newton si Leibniz.

In 1693, Leibniz a integrat o ecuatie liniard si omogena de ordinul intai.
Solutia ecuatieie liniare cu coeficienti constanti de ordinul n a fost gasita de
Euler in 1739. Metoda variatiei constante a fost elaborata de Lagrange in 1775.
Tn secolul al XVIll-lea, teoria ecuatiilor diferentiale determind progresul
decisiv In mecanica ordinara §i celestd, teoria mareelor, meteorologie si a
diferitelor domenii din fizica.

Wronski, matematician si filozof introduce determinantul sau in 1812.

Punerea problemei generale de existenta si unicitate a solutiei unei ecuatii
diferentiale este opera secolului al XIX-lea. Prima demonstratie a existentei
solutiei a fost datd de Cauchy in 1884. Lipschitz simplificd esential conditia
care-i poartd numele. Metoda aproximatiilor succesive este propusa de Picard in
1890. Aceasta metoda este prezentatd sub formd generald intr-un spatiu metric

prin utilizarea unui operator contractant, de catre Banach in 1892.
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1.3. Metode elementare de integrare a ecuatiilor diferentiale

Pentru a finaliza un lucru,

Trebuie mai Tntai Tnceput.

Intreg secolul XVIII si o parte din secolul XIX au fost dominate de
efortul unor matematicieni, printre care L.Euler (1707-1783), J.Bernoulli (1667-
1748), J.Lagrange (1736-1813) si altii, de a da solutii prin quadraturi unui numar
cat mai mare de ecuatii diferentiale. Se pune problema exprimarii solutiei
generale a ecuatiilor diferentiale ca functii elementare sau ca primitive de functii

elementare.

1. Ecuatii cu variabile separabile
a. Numim astfel, ecuatiile de forma:

x'=f(x)-g(x),t el =(a,b) 1)
unde feC(l),geC(xy,X,)cu g(x)=0pe (x;,x,). Considerand x(t )=X,

separand variabilele si integrand de la t lat(t  fiind arbitrar in I) obfinem:

x(t) dr t
'[Xo m=L0f(s)ds,te| @)
Notand
G(x) = LXO%,X c(x,x)=1J )

G este continud si monotona pe J, deci inversabild. Din (3) si (2) obtinem:

X(t) = G‘l( ) ; f(s)dsj,t o 4)
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Am obtinut astfel expresia solutiei x a ecuatiei (1) cu condifia Cauchy

X(t,) =X,. Reciproc, functia datd de (4) este continuu diferentiabild pe I si

f(t)

derivata sa este x(t) = —=="f(t)g(x), deci este solutie pentru (1). Evident ca

G(x)

t
x(t) este definitd doar pentru acele valori ale lui t pentru care I f(s)dsse afld in
to

domeniul functiei G .
b. Aplicatii. Integrati ecuatiile urmatoare , cu problema Cauchy acolo unde se

specifica aceasta.

1. y'sin2x+sin2y =0

R: Ecuatia se scrie: d—y = any . Pentru sin2y=0,sin2x = 0avem
dx sin2x
d dx
Y ()
sin2y sin 2x
A . y(x) dt x
Metoda I. Integrand intre X_ si x avem: - :—I - sau Intgy +
0 yo sin2t xo Sin 2t

Intgx = Intgx_ +Intgy, care se mai scrie: tgxtgy= tgx tgy, -

Metoda a Il-a. Calculand primitivele in (*) obtinem: Intgy + Intgx = Inc sau
tgytgx = c. (**). Solutia este exprimata implicit in ambele cazuri (**) reprezinta

integrala generala.
2. V1+x?y+siny =0.

dy+ dx

siny 14 x?

Intg y + In(x+\/1+ x2 J =Inc sau (x+\/1+ x2 jtg% =cC

2

R: Ecuatia se mai scrie =0 Integrand obtinem:
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3. Xy1-y®dx+yvV1-x?dy =0. Aflim curba care trece prin (0;1)

R: Integrala generalad este ﬁ +ﬂ =C.Cu conditia initiala
gasimc = 1.
4. y=l+x+y.

Indicatie: Notand 1+x+y = u® obtinem ecuatie cu variabile separabile.

Obtinem: 2(w11+ X+Y - In(1+,/1+ X+ y))z X+C.

5. (x+y)’y' =a’.
Indicatie: Notamx + y=u
6. L+e")yy' =¢e*,y(0)=1.

2
R: y? =In (1+ e* )+ c. Din y(0)=1 obtinem C = % Deci solutia particulara

2

este Y 2_1 = In(1+ ex)

7. 1+y* +xyy' =0 cu y(1) =0.
R: Xy1+y® =1.
8. y' =xe*(y? +2y+2). Curba integrali care trece prin M(0, -1).

R: y=-1+tg(d+(x-1)e").

2. Ecuatii diferentiale omogene:

a. Spunem ca f(x,y) este omogena de grad m de omogenitate, daca pentru orice t

este verificatd relatia: f(tx,ty) =t™f(x,y).

Tn particular, pentru m=0 avem: f(tx,ty) =f(x,y). Luand t:1 obtinem:
X

10
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f[l, X) —f(x,y).
X

deci functia omogen[ de gradul zero poate fi pus[ sub forma: f(X,y) =f(L, X).
X

Sé rezolvam deci ecuatia diferentialda cu f(x,y) omogena de gradul zero (numita

si ecuatie omogena in sensul Euler). Deci

y=f[1, Xj (5)

X
Sa facem schimbarea de functie y(X) = X-u(X) (deci noua functie sa fie u(x).

y'=xu'+u. Ecuatia (5) devine cu variabile separabile pe care o stim integra.

Astfel: xu’+u=F(l,u) sau u,:f(l,u)—u; U _9X e unde
X f(buy—u x
Inx = _[ d—u Daca F(u) este o primitiva a functiei ;,atunci
f(l,u)—u f(l,u)—u

integrala generala a ecuatiei (5) este data de relatia Inx = F[Xj +C.
X

b. Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii diferentiale omogene. Ecuatii de

forma y' = f(ax+—by+cj

ax+by+c

ax+by+c=0

(a) daca (x,Y,) este solutia sistemului {ax tby+c=0

(b) daca &= 2
a b
In cazul (a), prin schimbarea de variabild si de functie X =X+X,, Y=Y+Y,

obtinem o ecuatie diferentiala omogena de gradul zero.

In cazul (b) in care notdnd u = x+y obtinem o ecuatie cu variabile separabile.

11
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Observatie: Pentru rigurozitate sa observam ca f(l,u) = u pe intervalul
pe care calculdm primitiva F(u). In plus f continui pentru asigurarea existentei
lui F.

Aplicatii:

x? +y?

Ly= Y

R: Notdam y =ux,y'=u’x+u.

3 2
> sau X=- u 5 De unde d—xzw
1+u 1+u X u

Ecuatia devine u'x+u=
Prin integrare pe intervalul pozitiv se obtine:

1 20,3
Inx=2—2—lnu+lnc,deunde y=ceV /¥,
u

2. y = X+—y_3
X-y+1
X+y-3=0 ) ) . . L
R: admite solutia (1,2). Efectuand schimbarea de functie si
X-y+1=0
de variabile y=y+2 si x = x+1 obtinem g—y = M.Integrala generala va fi
X X-y
arctgz— Inyx?+y? =c.
X
3y:2u+W—y
X+y-2

R: Familia de curbe integrale 2x-y+In(x+y—-1)=c se obtine prin

substitutia U= X+Y (care reprezintd o schimbare de functie).

2y

4. (¢ —y)cos—+x=0,x =0
X

12
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. 1 .
R: Notind y = ux obtinem ucos’u+—=0 cu solutia generala
X

1 .
71(2u+sin 2u) ) o 7(2X+sm ZX).
cx=¢ 4 . Revenind la functia initiald avem: cx =e“*\ X X
2 2

5. y=u cuy)=0
Xy

R: y?—2x*In|x|

6. ydx+ (2,/xy —x)dy =0

R: Inly|+(x/y)"? =c

3. Ecuatii diferentiale afine (liniare si neomogene) de ordinul I sunt ecuatiile
de forma:

x" =a(t)x +b(t) (6)
unde a,b—C(l).
Pentru accesibilitate, prezentam de la inceput algoritmul cunoscut sub numele de
metoda variatiei constantei pentru obtinerea integralei generale.
(a), Ecuatia omogena atasata ecuatiei afine.
X" =a(t)Xx are solutia generala

x(t) = cel a0t *)
(b) Cautam si determinam c = c(t) incat (*) sa fie solutie pentru (6).

X(t) = c(t)el 20 4 ca()ef2Ddt
Tnlocuind n (6) avem:
c(t)e! 209 | ca(r)el 20 _ ca(r)el2O% | p(r)
Deci
c(t) = b(t)e 120 de unde
13
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o(t) = Ib(t)e—f a(Odt gy 4 K )

Tnlocuind (7) in (*) avem:
x(t) = e/t (J'b(t)e—f a(tdt g K) ®

Se verifica usor ca (8) este solutie generala pentru (6).

4. Ecuatii diferentiale de tip Bernoulli:
X' =a(t)x+b(t)x* cu aeR\{01}, a,beC(l)
Exercitiu: Aratati ca prin substitutia y = xte ecuatia Bernoulli devine

liniara.

5. Ecuatia diferentiala de tip Riccati (1676-1754).
X' =a(t)x? +b(t)x +c(t) (9)
a,b,cec(l).
In general, nu este integrabila prin cuadraturi. Sa observam ci daca o(t)
esteo solutie particulara pentru (9), atunci prin Y =X—q, (9) devine ecuatie de

tip Bernoulliiny.

6. Ecuatii de tip Lagrange sunt cele de tipul
X =to(x") +y(x) (10)
cu osi v continuu diferentiabile pe un anumit interval al axei reale si
o(p) = p,(V)p n acest interval.
S& observim cd prin substitutia dupd X' =p ecuatia (10) poate fi
modificatd prin derivare la o ecuatie liniard in t de variabild p. Intr-adevar,
derivand (10), obtinem:

14
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X" =@(X") +te'(X)X" +y'(x) - X"
sau

vy dp o dp
— =t o —=
p—o(p) = to'(p) E T

de unde

dt _ e(p)t  wip)
dp p-o(p) pP-o(t)

Solutia generala a lui (11) fiind de forma: t =h(p,c), inlocuind in (10) obtinem:

(11)

X =h(p,c)p(p) +w(p) - forma parametrica a integralei generale.

7. Ecuatii de tip Clairaut (1713-1765) sunt cazul particular cand ¢(p)=p in
(20). Deci
X =tx"+y(x") (12)
Procedand ca in cazul (10), derivand in (12) obtinem:
X' =X+ txX"+y'(x")-x" (13)
Deci
xX"(t+wy'(x") =0 (14)
(14) are doua categorii de solutii: Prima este definita de ecuatia X" =0, care prin
integrare da
X=ct+c, (15)
Inlocuind (15) in (12) gisim ci ¢, =y(c,).Deci x=ct+y(c,) este solutia
generald a ecuatiei Clairaut. A doua categorie de solutii se obtine din
1+y'(X") =0. Procedand ca in cazul ecuatiei Lagrange, notind X' =p, obtinem
ecuatiile parametrice

{t =—y(p) (16)

X ==y(p)-p+w(p)
15
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ale unei functii pe care o numim solutie singulara a ecuatiei Clairaut. Ea este
infaguratoarea familiei de drepte reprezentata de integrala generala.

8. Alte tipuri de ecuatii rezolvabile prin quadraturi sunt ecuatiile care provin
din anularea unei diferentiale totale si ecuatii rezolvabile prin metoda factorului
integrant. Ecuatiile de primul tip sunt rezolvate prin urmatoarea:

Teorema. Fie ecuatia diferentiala
P(X, y)dx+Q(x,y)dy =0 a7

unde P(x,y),Q(x,y) sunt de clasa C! pe domeniul DCR 2, care pe D verifica

relatia
P_RQ (18)
oy OX
Integrala generald a lui (17) este data de
[ Petypdt+] Qe bdt=C, (x,,y,) €D (29)
X0 Yo

Demonstratie: Conform conditiei (18), P si Q sunt derivatele partiale ale

unei functii g(x,y) incat dg=P(X,y)dx+Q(X,y)dy si deci

g(x.y) = jxxo P(t,y,)dt+ jyyo Q(x, tydt (20)

din (17) obtinem integrala generald g(x, y)=C. Din (20) si ultima relatie
obtinem (19). In cazul in care Pdx+Qdy nu este o diferentiali totala in D, cautim

o functie p(X,y)cu derivate partiale de ordinul intdi continue pe D, incat
pu(x,y) - (Pdx + Qdy) sa reprezinte o diferentiald totald exacta. Functia p se
numeste factor integrant. Determinarea lui p se face usor dupa cum vom vedea

in aplicatie in cazul in care cautdm p = p(X) sau p = pu(y).

9. Aplicatii la ecuatiile de tipurile 3 — 8. Sa se rezolve problema Cauchy (a) si

(b) unde:
16
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y'cosX +ysinX+4cos® X =0 (a)
y(m) =1 (b)

ecuatia omogend  y'cOSX+ ysinx =0 obtinem

1.

Solutie:  Integrand

y=ccosx Aplicand variatia constantei, considerdim Y =u(X)C0SX obtinem

u(x) =-4sinx+k.

Solutia generald este Yy = kcosx —4sinxcosX,X € R Cu (b) determinam k=-1.

xy'+y+3y*xInx=0,x >0 (a)

2.
y(@) =5 (b)

Solutie: Este o ecuatie Bernoulli cu a=2. Cu z=— obtinem
y

z —lz —3Inx=0cu solutia generala z= x[c+%ln 2 xj, x >0.Revenind la

X
10

functia y si utilizand (b) obtinem: y = , X >0.
Y x(2+15In2x)

3. Sd se rezolve ecuatia Xy’ + 2y2 —3y—2=0, stiind ca admite solutia y, =2.

Solutie:  Prin  substitutia y=2+—  ecuatia Riccati devine
z

8_ 2 1 .
z——z——=0cu solutia generala z :XB(C__BJ' Deci y=2+ T
X 4x 4ex” -1

X

4. Integrati ecuatia y =xy'2 +Iny’,y’ > 0.

17
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Solutie: Notand y'=p, ecuatia Lagrange devine: y:Xp2+|np care

R .odx 2 1 .
derivatd in raport cu x devine e +——X+———=0 cu solutia
p

p-1 p?(p-1)

generala: X =

! - [c—ln p—ij. nplus y=xp®+Inp,p>0,p =1, sistem
(p-1) P

care reprezintd integrala generala.
5. Integrati ecuatia y = xy’+Yy'2 (Clairaut).

Solutie: Notdnd y'=p si derivand in raport cu x, ecuatia Clairaut
devine:p=xp'+p+2pp’, sau p'(x+2p)=0. p'=0,p=c ne did solutia
generala, y:XC+CZ,XeR care reprezintda o familie de drepte. Integrala
singulard este dati de Xx=-2p,y=-p>,peR care prin eliminarea lui p

devine: X2 +4y =0 care reprezinta infisuratoarea familiei de drepte data de

solutia generala.

6. Sa se integreze ecuatia: (In(Zx - y)+ 2x de - X dy =0.
2X -y y

P
Solutie: Cum Z—Q = %, forma diferentiald din enunt este o diferentiala
X

totala. Putem  scrie: IX [In(Zx—yO)+2 2x ]dx_jy 2Ldy:c sau
Xg X=Y, Yo 2X—Y

Ap (2x—-y) =c, 2x—y >0 care reprezintd integrala generala.
7. Si se integreze ecuatia diferentiald (y?sinx—x)dy+(y> cosx+y)dx=0

stiind ca admite un factor integrant numai de y.

18
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Solutie: %(u(yz sinx — x)): % (u<y3 COSX + y)) si 2—2 =0sau

p(y2 COSX —1): fj—a;l (y3 COSX + y>+ u(l+ 3y2 cos x) deci inmultind ecuatia data
1 . . L - .

cu — ea devine 0 diferentiala totala cu solutia
y

IX Yy, cost +L t+ j Y [Sin iz}it = C. Obtinem astfel integrala generala:
X0 Yo Yo t

. X
ysinx+—=c,y#0.
y

1.2. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n cu coeficienti constanti

Forma desavarsita este

Atinsa de abstract.

a. Din rezultatele anterioare, observam ca odatd gasit un sistem fundamental de
solutii, gasirea solutiei generale raimane o chestiune de calcul (care se reduce la
un algoritm simplu, continut de metoda variatiei constantelor). in cele ce
urmeaza ne ocupam de gasirea unui sistem fundamental de solutii pentru ecuatia
diferentiala:

(n) (n-1) —
X +ax +..+a x=0 1)

unde a,,a,,..,a, suntconstante reale. Deoarece expresia din (1) apare suficient
de frecvent, este practic sa utilizam operatorul diferential:

(1)) n-1
L(D)(x) =x" +a,x" " +..+a X 2
definit pe clasa C"(R) si si-i studiem proprietitile. Si notim cu

L) =2"+a A" " +..+a ,LeC. ®)
19
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Sa observam ca

L(D)E") =€"L(), )
(V) teR AeC.
Sa observim ca daca L(1)=0. i=1n atunci conform lui (4) L(D)[e")=0.

Deci dacd A este radacina a polinomului caracteristic (3), atunci e este solutie
pentru (1).

Teorema 1. Fie kl,k kn radacinile ecuatiei caracteristice L(A) =0,

21

cu multiplicitatile m m, (m, +..+m,_=n). Atunci, sistemul fundamental se

e

solutii pentru (1) este:

Mt o, At mi—1 Aqt
el et 1 e

Aot . Aot .moy—1 Aot
2 2 27129
e 4 teé .., t e

(%)

At . At mp-1 At
ek te"k .t K etk

Remarca 1: in cazul in care unele radicini caracteristice sunt complexe,
sistemul (8) contine si functii complexe. Evitam aceasta situatie, inlocuind acest

sistem fundamental prin altul continind numai functii reale. intr-adevar, sa

presupunem ca kl,...,kj kl,...,kj, sunt complexe (2<2j<K), restul

radacinilor fiind reale. Cu alte cuvinte:
(6)

Tindnd seama de relatia Euler e(®"P'=e*(cospt+isinBt) vom fnlocui in

tabloul (8) seriile de functii corespunzatoare radacinilor 1, si kj prin:
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Cllt (Xlt ml—l (X,lt
e+ cosp,t, te"+ cosPyt,.., t e

Cos[3,t
& 7)

e sin Byt, te®1 sin Byt t sinp,t
In mod similar se procedeaza cu (KZ,XZ)...,(XJ.,XJ.)
Tntrucat prin aceasta s-au efectuat operatii liniare (semisuma si semidiferenta pe
i), Intre liniiile tabloului (8) noul sistem de functii va fi format tot din solutii ale
ecuatiei (1) si va fi tot liniar independent (deci tot fundamental).

Remarca 2. In cazul in care f(t) din ecuatia neomogena asociata lui (1)

este un cvasipolinom, adica:

f(t) =e™P(t),(a) sau

f(t) =e™ (CosPBtP, (t) +sinBtP, (t); (b)

unde P(t), P,(t), P,(t) sunt polinoame, determinarea soluiei particulare poate

evita metoda variatiei constantelor cautand solutie particulara pentru ecuatia

neomogena

x(™M 4a,x("D +o.ta X, tel (8)
de forma

X(t) = te™Q(t) ©)
n cazul (a) cu Aradacind de multiplicitate 1 a ecuatiei caracteristice L(A) =0,
(I=0 daca A nu este radacina caracteristica). Q avand gradul lui P si:
X(t) = te™ (Q, (t) cosBt + Q, (t)sinpt)

in cazul (b), Q,si Q,fiind polinoame algebrice de grad egal cu max (grad P,
grad P,) iar 1 este ordinul de multiplicitate a lui y=o+iB ca radicind

caracteristica.
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CALCULUL VARIATIONAL

1. Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior.

1. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n cu coeficienti variabili. Fie
Ly =a,(x)y™ +a,(x)y"™? +..+a_(x)y,a,(x) =0, (1)
unde a (%), xe [a, b], i =0,1..., n sunt functii continue date. Ecuatia diferentiala
liniara de ordinul n, omogena, are forma
Ly =0. 2

1. Dacd y,,Y,,.... Y, esteun sistem fundamental de solutii pentru (2), atunci

y° =Cy,+C,y,+..+C Yy, (3)
C

i i=12,..,n, fiind constante arbitrare, reprezintd solutia generald a ecuatiei
omogene (2).

Ecuatia omogend, care admite sistemul fundamental de solutii y,,Y,,.., ¥, este

WAy, Ypmn YY) =0 4)
unde
Y, Yo - Y,
y' yl - y!
W(y]_iyzv"i yn)= ! 2 o

-1 1 )
y:(Ln ) ygn ) ys]n )
reprezintd wronskianul sistemului de functii y;,Y, ... Y, -

Daca se cunoaste o solutie particulard a ecuatiei omogene (2), fie

aceasta y, (x), atunci prin schimbarea de functie

y(X) =y, (x)-z(x) ®)
se obtine o ecuatie Tn necunoscuta z, cu ordinul micsorat cu o unitate.

2. Solutia generald a ecuatiei diferentiale neomogene
22
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Ly =f(x), cu f(x) continua, (6)
este
Y O
y=y +Y, (7
unde y0 este solutia generald a ecuatiei omogene (2), iar y este o solutie

particulara a ecuatiei neomogene (6).
Metoda variatiei constantelor (metoda lui Lagrange): dacd se cunoaste un
sistem fundamental de solutii y;,Y,,... Y, al ecuatiei omogene (2), atunci o
solutie particulard a ecuatiei neomogene se determina dupa formula
y(x) =K (X)y; + K, (X)y, +..+ K (X)y, (8)

unde functiile K;(x),i=12,...,n, se deduc din sistemul

Ky, + KLy, +..+ Ky =0

Kiy; + K5y, +..+ Ky =0

(-1 _ F(¥)

7y, (N-1 1y, (N1 ’
K1y£ )+K2y(2 )+...+Knyn aO(X)'

prin n cvadraturi.
Il. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n cu coeficienti constanti. 3. Pentru
determinarea unui sistem fundamental de solutii al ecuatiei diferentiale liniare
omogene de ordinul n cu coeficientii a;, i=0.1..,n, constanti
n n—1

Ly:aoy( )+aly( )+...+any:0 (10)
se cauta solutii de forma y =e", ajungandu-se astfel la ecuatia caracteristica
r”‘1+...+an =0 (11)

n
F(r)=a,r +a;

a) Daca F(r) are rddicinile reale si distincte T Ty atunci un sistem

fundamental de solutii pentru ecuatia (10) este
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y1=er1X, Y, =er2X1m1yn =ernx (12)
astfel ca solutia generala a ecuatiei omogene (10) este
Y0 =Ce™ +C,e? 4. +C &M (13)

b) Daca printre radéacinile ecuatiei caracteristice existd si radacini complexe

simple, de exemplu r=oa=if, atunci fiecdrei perechi de radacini complexe
conjugate 1i corespund doua solutii liniar independente:

y, =e* cospx, y, =e® sinpx (14)
¢) Daca printre radacinile ecuatiei caracteristice exista si radacini reale multiple

(de exemplu r, este raddcina multipld de ordin p+1), atunci fiecdrei astfel de

radacini i corespund solutii liniar independente (in numar egal cu ordinul de
multiplicitate al radacinii) de forma
rlx

r2 X |'1X

y,=el’, y, =e2" yp+1=xpe (15)

d) Daca printre radacinile ecuatiei caracteristice existd si rddacini complexe
multiple (de exemplu

N=h=w=r,= a+ipr =1, =..= Moa1 = a—if), atunci fiecarei astfel de

radacini i corespunde un numar de solutii liniar independente egal cu dublul

numarului ce indica ordinul de multiplicitate:

y, =e® cospx,y, =xe ** cospx,. = xPe™ cospx,

e Yoi1
& (16)
y; =e*sinBx,y, =xe “sinpx,... y;+1 =xPe™ sinpx.

3. Solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare neomogene de ordinul n cu

coeficientii constanti
Ly =f(x), cu f functie continua, an

este
Y U
y=y +y (18)
24



Matematici generale pentru ingineri

unde y0 este solutia generald a ecuatiei omogene (10), iar y este o solutie

particulara a ecuatiei neomogene (17).

In multe situatii se alege solutia particulard y dupa forma lui f(x). Se foloseste

metoda coeficientilor nedeterminati.

a) Fie f(x) =P, (x), polinomul de gradul m in x. Daca r=0 nu este radacind a
ecuatiei caracteristice, se cautd y de forma
y=Q,(x) (19)
unde Q, (x)este un polinom oarecare, de grad m. Dacd r=0 este raddcina
multipld de ordin k, atunci se cauta solutia particulara de forma
y=x“Q, (%) (20)
b) Fie f(x)=e** P.,(X). Dacd r=o nu este ridicind a ecuatiei caracteristice,

se cauta solutia particulara de forma

y=e%Q,(x) (1)
iar dacd r = a este radacind multipla de ordin k, se ia
y=xe®Q, (x) (22)

¢) Fie f(x) =e™* [Pml(x) COSPX + P;l (x)sin Bx} si fie

m=max(m;,m,). Dacd r=oa+iBfnu este radicind a ecuatiei caracteristice,
atunci se cauta solutia particulara de forma
y=e®[Q,, (x)cospx + QTn (x)sin Bx] (23)

iar daca r = o +if este raddcind multipld de ordin k, se ia

Y =xe™[Q, (x)cospx + Q. (x)sinpx] (24)
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d) Dacd f(x)="f,(x)+f,(x)+.., unde f;(X) au una din formele mentionate,
atunci se cautd solugia particulard  Y(X) =Y, (X)+Y,(X)+..., cu  Y;(X)

corespunzator formei lui f, (x).

Exercitii.
1. Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare cu coeficienti constanti:
a) y'-y=0,y(0)=2, y'(0)=0
b) y"+2y'+y=0,y(0) =0,y'(0) =1
) y'-y'+y'-y=0
d) 64y® +48y® 112y® Ly 0
e) y® +2y® 13y" 1oy y =0
Rezolvare

a) Ecuatia caracteristica r? —1=0are radicini reale si distincte 1, =-1r, =1

astfel ca y0 = Cle_X +C26X. Din conditiile initiale obtinem C; =C, =1 si deci

solutia particulara cautata este y0 =e % +eX.

b) Avem r24+2r+1=0,r, = r, =—=1. Dupa (15) rezulta ca sistemul fundamental

X

de solutii este y; =e ",y, = xe %, astfel ci yO = Cle_x +Ce ~X.Din

conditiile initiale deducem C; =0 si C, =1si yO =xe Xy

) r3—r?

+r-1=0<r =1r, =—i,l‘3 =1I. Deci, dupi (14), avem
0 _ X :
y- =Ce” +C, cosx+Cysinx.

d)
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64r® +48r® +12r* 412 0 = r2(4r?+1)° = 0>

. 1. si
:>r1:r2:0,r3:r4:r5:5|,r6=r7:rsz—El

X . X X . X
yO:C +C x+C,cos—+C,sin—+C.xcos—+C_.xsin—+
17 %2 3 4 5 576 2
X . X
+C,x% cos= +Cx%sin=.
! 2 8 2

rf 12 4324 2r+1=0

e) 1 .43 1 .43

2 .
<:>(r +r+1)2:0:r =l =——-l—,L=r =——+1—
1 2 2 2 3 4 2 2

2. Sd se integreze ecuatiile diferentiale urmatoare prin metoda variatiei

constantelor:

a) y'+3y' +2y=
1+¢eX

b) y"+y=tgx
Rezolvare
a) Ecuatia caracteristica a ecuatiei omogene atasate este 4 4+3r+2= 0, cu

radacinile r, =-2,r, = 1. Deci y° = C,e™? +C,e ™. Cautam solutia

particulard a ecuatiei neomogene de forma y = Kl(X)e_ZX + KZ(X)e_x. Dupa
(9) obtinem
e =0, -2Kje P +Kye ™ = (1+eX) .

1 A—2X ’
Kle +K2
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Solutia generald a ecuatiei neomogene este
y= Kle_zx +K e —e + (e_zx +e ¥ )In (1+ ex)
b) y'+y=0=r2+1=0= n=-i,r,=i si y"=C,cosx+C,sinx.

Cautdm solutia particulard de forma y = K, (x) cosx + K, (x)sin x. Deci

ti+£
9273

neomogene este y =C, cosx+C, sinx—cosxIn

y =Cc0sxsinx—cosxIn —sinxcosx. Solutia generald a ecuatiei

tgé+£
2 4)

3. Sa se integreze ecuatiile diferentiale:

a) y'—5y'+6y= 6x2 —10X + 2

b) y"-y"=xyQ)=1y'®)=0y"@Q)=-1
c) y' -3y +2y =eX (x2 + x)

d) y@ -y® —y sy =e

3,-X

e) Y —y=>e"+x+x%"

f) y'=7y"+6y=sinx

) y(4) +2y"+y=sinx

h) y” -3y’ —2y=10(sinx +x cosx)—8x°
i) y"—4y =e?(11cosx—7sinx)

X

DY +2y +2y=> % —e *cosxy

K) y"—2y' +2y = 2e* cosx —4xe X sinx.
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Rezolvare

a) Avem y'-5y'+6Y=0, cu r’-5r+6=0si r,=2r,=3 astfel ci
y0 = C1e2x + Czegx. Deoarece r = 0 nu este ridicini a ecuatiei caracteristice,
cautam solutia particulard de forma y = Ax? +BX +C. Derivim si Inlocuim in

ecuatie. De aici rezultd A=1, B=C=0 si deci )_/:XZ. Solutia generala este
y= Clezx +C2e3x +x2.

b) Ecuatia caracteristica rP-r?=0 are solutiile n=r, =0, ry =1 astfel ca

y0=Cl+C2X+C3eX.Deoarece =0 este radacind dubld pentru ecuatia
caracteristica, conform cu (20), cautim o solutic particulard de forma
y= x2 (AX+B). Derivand si inlocuind, solutia ceruta este

y=%+§+ex‘l—%(x3+3x2)

¢) Solutia generala a ecuatiei omogene este y0 = CleX +C262X. Deoarece r=3
nu este solutie a ecuatiei caracteristice, conform cu (21), cautim solutia
particulara de forma V:esx (AX2 +Bx +C).Inlocuind in ecuatie obtinem
y=Cpe*+ C2e2X +(x% —2x+2)e¥ /2.

2

d) Ecuatia caracteristica r* —r? —r+1=0 are radicinile

o _ 18 s .
n=r _Lr3’4_—5_|7. olutia generala a ecuatiel neomogene este

0 —
y=y +Yy.
e) Ecuatia caracteristica r?—1=0are radicinile n=-1r,=1 astfel ca

y% =Cje™* +C,e*. Se cautd solutia de forma Y(X) =¥, (X) + ¥, (X) +¥5(X) .
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Inlocuind pe f(x) in ecuatia diferentiald obtinem solutia
V(x) = %x(x ~1)* —x—%x(x3 +2x°2 +3x+3)e‘x siy=y+y.

f) Ecuatia caracteristica r?—7r+6=0are radicinile rn=21r,=6 si deci

y0 = Ce+ Czeex. Inlocuind in  ecuatia  neomogeni  obtinem

y= (SSin X+ 7COSX)/ 74 si deci solutia generald a ecuatiei neomogene este
X 6X H

y=C,e* +C,e™ +(5sinx+7cosx)/74 .

g) Ecuatia caracteristica r*+2r? +1=0 are radacinile n=r,=—irp=r,=i.

Se obtine A=-1/8, B=0, astfel cd solutia generald a ecuatiei neomogene este

2

y= (C1+sz)cosx+(C3 +C4x)sinx—%x sinx.

h) Ecuatia caracteristica r3-3r—2=0 are radicinile n=r=-1r=2
astfel ca y°= (C,+Cx)e™™ +Cse2X. Deoarece f(x) =, (x)+f,(x), cu
f,(x) =10(sin x + x cosx), f,(x) = —8X3, se cauta solutia particulara de forma
Y(X) =Y, (X)+Y,(X) . inlocuind se obtine solutia generala

y= (C1 +C2)e’X +C392X +[%—xjcosx+[g—2xjsin X+ 4x3 —18x2 +54x — 69.
i) Ecuatia caracteristica r? —4=0are radicinile n=-21,=2, astfel ca

y0 = Cle—2x + Czezx. Deoarece r=2+i nu este radicind a ecuatiei
caracteristice. Inlocuind se obtine A =1, B=3 si solutia generala

estey = Cle‘zx + C2e2X +e2*(cosx +3sin x).

j) Ecuatia caracteristica r2+2r+2=0 si are radacinile r, , =—1%1i. Solutia
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generald a ecuatiei omogene este y0 = Cle‘x COSX + Cze_X sinX. Se obtine

A =1, B =0, C =0, D=1/2. Prin urmare, solutia generala a ecuatiei neomogene

_ . 1 .
este y=e X(Clcosx+czsmx+x+5xsm xj.

k) Ecuatia caracteristica r2-2r+2= 0, cu radacinile , =1£i,implica

N
y0 = C,e* cosx+C,e*sinx.Deoarece r=1+i este radicind simpld pentru
ecuatia caracteristica. Se obtine A =1, B=C=D=0. Prin urmare, solutia generala a

2

ecuatiei neomogene este y = e* (Cl cosx +C, sinx +x* cos X)

Probleme propuse

1. Sa se integreze ecuatiile diferentiale:
a) 3y"-2y'—-y= x2
b) y"-y=x*-1
c) y(4) —-2y"+y" = x3
d) Y -y =x®+x,y(0) =y'(0) = y"(0) = y"(0) =0
e) y( —y® —12x
)y +y=r"
g) y'—4y =x%e
h) y"—5y'+6y = (x2 +l)ax +e
i)y +2y =x%e X +2x -1
)y -3y +2y =x%e"
k) y©® +y® = x2eX
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) y"+2y -3y = 2% X +(x +1)e

m) y@ -2y 1 y" =

n y"+y"=x%+1+3e*

0) Y'+y'+y +y=2x"*

2. Sa se integreze ecuatiile diferentiale:

a) y'+y=cosx

b) y"+y'—2y =8sin2x

c) y'—4y =e?*sin2x

d) y'+y' -2y = (—3x2 —23x+12) cos3x + (11x2 —5x—5)sin3x
e) y"—4y =e*[(4—-4x)cosx — (6x + 2)sinx]
f) y'—y=e"xsinx

0) V' -2y +2y =e*(2cosx —4xsin x)

hy y® +y® —cosax

3. Sa se integreze ecuatiile diferentiale:
a) y'—4y'+4y =sinxcos2x

b) y"-4y' = cos? x

c) y¥ -3y"- 4y = x? +1+e% +4cosx
d) y"+y=2XCc0SXC0s2X

e) y'—2y'+y=sinx+shx

f) y" -2y’ +5y = eX (xcos2x — X2 sin 2x)

CALCUL VARIATIONAL
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1. Definitii. Teoreme. Formule.

Teorema 1. Fie
b
3 ) = [ FOy00, v ()dx (*1)
o functionald. Dintre toate curbele y =Y(X), y,, € Cl{a, b], trecand prin punctele

A(a,y(a)), B(b,y(b)), curba extremald de ecuatie y = y(x) verificd, in mod

necesar, ecuatia Euler-Lagrange
oF d( oF
~ Xl y NV=—| — Xl ’ ! 1
ay( y:y) dx(ay’( yy))j 1)

(*1 Extremala lui J_(.) este * punctul * de extrem al functionalei J. (cu

aceleasi caracteristici ca-n cazul functiilor)).

Teorema 2. Curba y de ecuatie y = y(x), realizeazd un extremum al
functionalei JF(y), printre toate curbele de clasa C! care unesc doua puncte
arbitrare de pe doud curbe date v,;y=¢(X), v,;Y=w(X), daca verificd ecuatia
(1) si la extremitatile ei sunt indeplinite conditiile de transversalitate:

[F+ (0 Y @)F, 1y = OlF + ('~ Y (B)F, ],y =0 @

Tn cazul cand curbele v, si v, sunt date implicit prin ecuatiile
o(X,y) =0, y(X y) =0, atunci conditiile de transversalitate devin

loy (F-yF)-o,F 1, =0 v, (F-yF)-w,F 1, =0 ©)
Tn particular, cand curbele Y, §i v, sunt paralele la axa oy; x =a, X = b, atunci
conditiile de transversalitate se reduc la
[F,1,., =0 [F,],_,=0.(4)

Teorema 3. Extremalele functionalei
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b
Je() =LF(t, X (1), X5 (8)eees X, (1), X (1), X, (D)d (5)
se afla printre curbele y (cu capetele fixate), de reprezentare parametrica

X, =X%,(t), ie {1,2,..., n}, care in mod necesar verifici sistemul Euler-Lagrange

d( oF oF .
a[a]:a iefl2.,n} (6)

Teorema 4. Extremalele functionalei
° o
0(y) = [ 106,y y )i ")
care satisfac conditiile
Y@ =2,y @=a,..y"P@=a,,,
y(b)=b,,y'(b)=b,...y" P (b)=b_.a,b, R,

sunt solutii ale ecuatiei Euler-Poisson

of d(of) d?(of a d" [ of
o_4afda), 9o et (D" —| = |=0 8
oy dx(ay'J+dx2 (W”] = dx" [@(”)] ®

in cazul particular n = 2, pentru ca o curba y , ce uneste punctul A(a,y(a))

cu punctul B(b,y(b)), sa fie extremala trebuie ca la capetele curbei sd avem
[f, ], =0, [f, 1, =0(9)
care sunt conditiile de transversalitae in acest caz.
Teorema 5. Pentru ca o curbd y de clasa C!, care uneste punctele

A(a,y(a)), B(b,(b)), sa realizeze un minimum pentru functionala

b
Je= J;F(x, y, y')dx (10)

este suficient ca
1. curba y sa verifice ecuatia Euler-Lagrange
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- _d

——F
Y dx

y =0-

2. curba vy sa poata fi scufundatd intr-un cdmp de extremale si de-a
lungul curbei y s fie indeplinita conditia lui Weierstrass
Fy,y' >0
3. pentru Fy,y, >0 de-a lungul lui vy, curba integrald a ecuatiei lui Jacobi

(M=n(x))
d d ,

(Fyy —d—XFW, jn—d—X(Fy,y,n )_ 0 (11)
care porneste din punctul (a, 0), si nu intersecteze axa Ox In punctele
intervalului a< x <b.

Conditiile 1) si 2) sunt suficiente pentru extremum tare (in C [a,b]), iar conditiile

1), 2) si 3) sunt suficiente pentru extremum slab (in C [a,b]). Pentru un punct de

maxim se inverseaza semnele inegalitatilor.
JF(u(x,y))=IKF(x,y,u,uX,uy)dxdy (12)
unde F este o functie de clasa ct si care mai satisface u, =g, C este frontiera

domeniului K =R? si g este o functie continua dati, verifica in mod necesar

ecuatia Euler-Lagrange-Gauss.

ﬁ_ﬁ(ﬁ}ﬁ[i}o )
ou ox{ou, | oy auy
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